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Abstract. A universal, systematic approach has led to the identification of such indicators as the speed of the
process of death and the development of forests. These forest indicators naturally depend on the type of trees in the
forest, their state of health, as well as the degree of environmental impact. In forestry, there is a single generalized
model of the growth and death of trees in the form of a growth model. The development model proposed by Von
Bertalanffy is also known in relation to any growth indicator, mainly the diameter of the tree. The article is devoted to
the issues of a systematic approach to the process of tree growth using the Bertalanffy growth model. The aim of the
study was to find a relationship between the diameter and height of trees at which the target functional, compiled on
the basis of the Bertalanffy model, reaches a maximum with some improvement. The improvement of the model is
carried out as follows: a generalized indicator P, defined as the product of the diameter and height of the tree, is
introduced for consideration. In general, this indicator determines the longitudinal section of trees and may be useful
in forestry. On the other hand, a similar indicator, the product of D2 · H, is widely used in calculating biomass in trees,
which indicates that the introduced indicator is sufficiently informative. Some restrictive conditions are assumed for
the desired function of the relationship between the diameter and height of trees. To find the optimal ratio between
these two indicators, a target function containing the desired function is formed on the basis of the Bertalanffy model.
The problem of unconditional variational optimization is formulated and solved, as a result of which the optimal type
of the desired function is calculated at which the target functional reaches a maximum.
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Аннотация. Универсальный системный подход привел к выделению таких показателей, как скорости
процесса гибели и развития лесов. Указанные показатели леса естественным образом зависят от типа деревь-
ев в лесу, состояния их здоровья, а также от степени воздействия окружающей среды. В лесоведении суще-
ствует единая обобщенная модель роста и гибели деревьев в виде модели роста. Также известна модель
развития предложенная Фон Берталанффи, применительно к какому-либо показателю роста, преимуще-
ственно к диаметру дерева. Статья посвящена вопросам системного подхода к процессу роста деревьев с
применением модели роста Берталанффи. Целью исследования являлся нахождение такой взаимосвязи меж-
ду диаметром и высотой деревьев, при которой целевой функционал, составленный на базе модели Берта-
ланффи, с некоторым усовершенствованием достигает максимума. Усовершенствование модели осуществ-
лено следующим образом. Введено на рассмотрение обобщенный показатель P, определяемый в качестве
произведения диаметра и высоты дерева. В целом этот показатель определяет продольное сечение деревьев
и может оказаться полезным в лесотехническом хозяйстве. С другой стороны, похожий показатель-произве-
дение D2 · H широко используется при вычислениях биомассы в деревьях, что указывает достаточную инфор-
мативность введенного показателя, принимается некоторое ограничительного условия на искомую функ-
цию взаимосвязи диаметра и высоты деревьев. Для нахождения оптимального соотношения между этими
двумя показателями на базе модели Берталанффи сформирован целевой функционал, содержащий иско-
мую функцию. Составлена и решена задача безусловной вариационной оптимизации, в результате чего
вычислена оптимальный вид искомой функции, при которой целевой функционал достигает максимума.

Ключевые слова: модель Берталанффи, оптимизация, системный подход, диаметр поперечного сече-
ния, высота дерева.
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Введение. Понятие системы прочно
вошло во все сферы человеческой деятель-
ности, в том числе в науку. На данный мо-
мент система не только выступает теорети-
ческим аспектом, но и становится главным
элементом в некоторых областях прикладной
науки. Системный подход к процессу разви-
тия лесов привело к выделению таких пока-
зателей развития лесов как скорости процес-
са гибели и развития (роста) лесов. Указан-
ные показатели леса естественным образом
зависят от типа деревьев в лесу, состояния их
здоровья и воздействующей окружающей сре-
ды [1; 5; 6; 8]. Вместе с тем существует еди-
ная обобщенная модель роста и гибели дере-
вьев в виде [2]:

( ) ( ) ( )m D g D g D    , (1)

где ( )( ) dg Dg D
dD

  ; g(D) – функция роста диаметра

дерева; m(D) – функция гибели диаметра дерева;
D – диаметр дерева.

Также существует модель роста, пред-
ложенная Фон Берталанффи, применительно
к какому-либо показателю развития у [10].
Применительно к диаметру дерева модель
Фон Берталанффи имеет вид:

mdD D kD
dt

  , (2)

где t – возраст дерева; n, k, m – параметры модели,
постоянные величины.

Вместе с тем диаметр деревьев не яв-
ляется единственным главенствующим пара-
метром, показывающим степень развития
деревьев. Не менее важным аллометричес-
ким показателем процесса роста деревьев
является высота деревьев. При этом между
показателями диаметра деревьев и их высо-
той существует определенная связь.

Как отмечается в [7], традиционно ука-
занная взаимосвязь моделируется линейны-
ми уравнениями. В качестве примера на
рисунке 1,а,b приведены скаттерограммы,
которые могут быть аппроксимированы ли-
нейными и нелинейными регрессионными
уравнениями.

Отметим во многих работах (см. напри-
мер [4; 7]) приводятся сложные экспоненци-
альные регрессионные уравнения зависимос-
ти h = f(D). Вместе с тем существуют рабо-
ты, в которых исследована обратная зависи-
мость, то есть регрессионная связь:

D = (h). (3)
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Например, согласно работе [3], такая ста-
тистическая связь может быть охарактери-
зована квазилинейным регрессионным урав-
нением (рис. 2).

С учетом вышеизложенного в настоящей
статье ставится задача вычисления наилучшей
связи между указанными параметрами с при-
влечением модели роста Л.Ф. Берталанффи.

Материалы и методы

Введем на рассмотрение обобщенный
показатель P, определяемый как

P = D · H. (4)

В целом показатель (4) определяет про-
дельное сечение деревьев и может оказать-
ся полезным в лесотехническом хозяйстве.
С другой стороны, произведение D2 · H ши-

роко используется при вычисленьях биомас-
сы в деревьях, что указывает достаточную
информативность введенного показателя P.
В этом случае для показателя P можно на-
писать модель Берталаффи:

mdP P kP
dt

  . (5)

Вместе с тем с учетом (4) имеем:

dP dD dHH D
dt dt dt

    . (6)

Эквивалентная степень важности пока-
зателей P, D, H приводит к мысли о том, что
процесс роста может быть исследован с ис-

пользованием составляющих dD H
dt

    
 или

dH D
dt

   
 

 взамен dP
dt

. Далее для определенности

выберем первую составляющую, то есть

Рис. 1. Скатерограммы статической зависимости h от D:
а – аппроксимированные нелинейными регрессионными уравнениями;
b – аппроксимированные нелинейными регрессионными уравнениями

Примечание. Источник: [7].

Рис. 2. Квазилинейная регрессионная линия взаимосвязи D = (h)
Примечание. Источник: [3].
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dD H
dt

    
 

. В этом случае с учетом (2) и (6)

получим:

mdDH H D H kD
dt

        
. (7)

Очевидно, что (7) повторяет модель Бер-
таланффи (2). Далее авторами предлагается
следующее усовершенствование этой модели:

1. Учитываем связь между D и H в виде
функции:

D = D(H).

2. К выбору функции D(H) налагается
некоторое ограничительное условие, позво-
ляющее несколько сузить пространство не-
прерывных дважды дифференцируемых
функций.

Указанное ограничение имеет вид:

max

0
( ) ;

H
D H dH C C const  . (8)

На основе (7) сформируем функционал
оптимизации в виде:

max

0
( ) ( )

H mH D H H kD H dH    . (9)

С учетом (8) и (9) сформируем полный
функционал F безусловной вариационной оп-
тимизации:

 

, (10)

где  – множитель Лагранжа.

Решение задачи (10) в соответствии с
методом Эйлера должна удовлетворить сле-
дующему условию:

 
 

( ) ( ) ( )
0

( )

md H D H H kD H D H
d D H

   
 . (11)

Из условия (11) получим:

1( ) 0mmH D H Hk     . (12)

Из (12) получаем:

1( ) m
HkD H
mH







 . (13)

Согласно оценкам, приведенным [9], для
многих видов деревьев m << 1. Следовательно,
выражение (13) может быть представлено как:

1
1

( )
mmHD H

Hk



    
. (14)

Как видно из выражения (14) рост H в оп-
тимальном случае должен привести к умень-
шению D, что вполне соответствует обычным
представлениям о процессе роста деревьев.

Результаты и обсуждение

Что касается самого оцениваемого про-
цесса, то есть в данном случае интегральной
величины:

max

0

H
kdH   , (15)

то эта величина при решении (14) достигает
максимума, так как повторная производная
(12) по искомой функции оказывается отрица-
тельной величиной. Для вычисления значения
множителя Лагранжа  следует вставить вы-
ражение (14) в ограничительное условие (8)
и, осуществив интегрирование, вычислить
величину .

Следует отметить, что факт уменьше-
ния функции роста при увеличении диаметра
дерева в гомогенных лесах хорошо известно.
В качестве примера на рисунке 3 приведены
кривые зависимости количества деревьев от
диаметра этих деревьев [2].

Проведенное исследование показало, что
принятый общий показатель развития при этом
оказывается экстремальной величиной, экст-
ремум которой зависит от типа взаимосвязи
диаметра деревьев и параметров модели Фон
Берталанффи.

Заключение

Целью исследования являлось нахожде-
ние такой взаимосвязи между диаметром и
высотой деревьев, при которой целевой функ-
ционал, составленный на базе модели Берта-
ланффи, с некоторым усовершенствованием
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достигает максимума. Усовершенствование
модели Берталанффи включает:

1. Наложение интегрального ограничи-
тельного условия на искомую функцию зави-
симости диаметра от высоты дереве.

2. Формирование на базе модели Берта-
ланффи целевого функционала, содержащего
искомую функцию.

3.  Составление и решение задачи безус-
ловной вариационной оптимизации. Нахожде-
ние оптимальной искомой функции.
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Рис. 3. Кривые зависимости количества деревьев от диаметра этих деревьев
Примечание. Кривые составлены для шести разных лесных участков. Источник: [2].
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